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Algébres des arbres enracinés

Cadre du probléme
P Régles de Feynman

Ecwations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Lalgébre de Hopf H ok des arbres enracinés de Connes et
Kreimer est I'algebre associative, commutative librement
engendrée par 'ensemble des arbres enracinés décorés.
Une base de H ¢k est donnée par 'ensemble des foréts :

TFUUUUUE SUUE SRRV SUNPUR SUUE S SER VRS SO A K/ Yi
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Algébres des arbres enracinés

Cadre du probléme
P Régles de Feynman

Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Le coproduit est donné par les coupes admissibles :

At) = > PS(t) ® RO(t).

¢ coupe admissible

coupe ¢ is/ JQ/ Kf i/ ng JV ij totale

Admissible ? i|oui| oui |oui|non| oui| oui| non| oui

\

ou
we(t) Y T PRV T NS P OO BN B
Ry |V
Pe(t)

1 V ! X . ! X 1

! . . X !. .. X R/

AVy= VottteVireiro Vsl o4 0m

—_
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Algébres des arbres enracinés

Cadre du probléme
P Régles de Feynman

Ecwations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Lopérateur de greffe de H i est I'opérateur
Bt : Hcok — Hek, associant a une forét t; .. . t, 'arbre obtenu
en greffant &, .. ., t, sur une racine commune. Par exemple :

BT(1.) = K/
Pour tout x € Hek -
AoBT(x)=B"(x)®1+ (Id® B") o A(x),

ce qui signifie que BT est un 1-cocycle pour 'homologie de
Cartier-Quillen, duale de 'homologie de Hochschild.
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Algébres des arbres enracinés
Reégles de Feynman
Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Cadre du probléme

Propriété universelle

Soit A une algebre de Hopf commutative et soit L : A — A tel
que pour toutaec A:

Aol(a)=L@®1+ (ld®L)oA(a).

Alors il existe un unique morphisme d’algébres de Hopf
¢:Hcexk — Atelque po BT = Lo ¢.

Loic Foissy Equations de groupes de renormalisation de tout ordre



Algébres des arbres enracinés

&
Cadre du probléme Regles de Feynman

EC]LJaIiOHS de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Lalgébre des polynémes a une indéterminée K[L] est une
algébre de Hopf, avec le coproduit défini par

All)=L®1+1® L
Pour tout polyndme P, en identifiant K[L4, Ly] et K[L] ® K[L],

A(P)(Ly, L2) = P(Ly + L2).

Regles de Feynman

Une regle de Feynman est un morphisme d’algebres de Hopf
¢ Hex — K[L].
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Algébres des arbres enracinés
Regles de Feynman
Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Cadre du probléme

Un exemple de régle de Feynman
Pour tout forét F,

1
6o(F) = XV,

ou le coefficient F! est donné par

Fi= ] HweV(F)|w=Fv}
veV(F)

AR ARTA RS

thi1]2| 3 |6 24

N
(o]
o]
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Algébres des arbres enracinés
Regles de Feynman
Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Lemme

Soit o : Hex — K un caractere infinitésimal. Alors

Cadre du probléme

s(F)= > | TI o] s(F/(F\S))

SCE(F) \te(F\S)

définit une régle de Feynman. On obtient ainsi toutes les régles
de Feynman.

63) =o)X+ () g
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Algébres des arbres enracinés
Regles de Feynman
Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Cadre du probléme

Lemme
Soit o : Hek — K un caractére infinitésimal. Alors

o(F)=">_ | I o) | ¢o(F/(F\S))

SCE(F) \te(F\S)

définit une regle de Feynman. On obtient ainsi toutes les regles

de Feynman.
2 2
p(V)=0c( V)X +20(1 )a(.)x7 + a(.S));,
2 2
o(1) = o( V)X + 201 )a(.)); + U(.S));.
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Algebres des arbres enracinés

robleme
Cadre du p Régles de Feynman

Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Soit f € K[[x]] une série formelle de terme constant 1.
Léquation de Dyson-Schwinger combinatoire associée est

X(x) = xB™(f(X(x)),

ot X(x) € Hek[[X]]-

Proposition

Cette équation possede une unique solution

X(x) =" Xox" € HoxIX].

n=1

Pour tout n, X, est une combinaison linéaire d’arbres de degré
n.
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Algébres des arbres enracinés

Cadre du probléme
up Régles de Feynman

Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

En notant b, les coefficients de f,
X1 =
Xo = byt
Xs=b2l + b, V,

X4:b:13§ —|—b1b2Y + 2boby K/ +bs V.

La sous-algébre engendrée par les X,, n > 1 est notée Ay.

Question
La sous-algébre A; est-elle de Hopf?
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Algébres des arbres enracinés
Régles de Feynman
Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Cadre du probléme

Théoréme (LF, 2010)

La sous-algébre Ay est de Hopf si et seulement si il existe
(a, B) € K2 tel que :

e f=1si(a,p)=(0,0).

o f=e*sig=0.

o f=(1—apx) 7 siaf#0.
Autrement dit,

f:f:om +B)...(n1!+6(n—1))a,,x,,‘

Loic Foissy Equations de groupes de renormalisation de tout ordre



Algébres des arbres enracinés
Régles de Feynman
Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Cadre du probléme

Exemples
Pour (o, 8) = (—1,1), f =1 + x et X, est I'échelle de degré n.
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. Algébres des arbres enracinés
Cadre du probléme N - -
Reégles de Feynman

Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Exemples

— et le coefficient de ¢ dans X(x)
est le nombre de ses plongements dans le plan.

Pour (o, 8) = (1,1), f = 3 1

X1:'7
Xo =1,
Xa=t+2V,

X4:i +Y+2K/+\V,

X5 = 1+Y+2L{+Y+2\J+2\Y+2U +3LV .



N Algébres des arbres enracinés
Cadre du probléme < - -
Reégles de Feynman

Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

On fixe une reégle de Feynman. La fonction de Green associée
a I'équation de Dyson-Schwinger combinatoire

X(x) = xB*(f(X))

est
G(x, L) = ¢(X(x)) € K[[x, L]].
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Algebres des arbres enracinés

Cadre du probléme
P Régles de Feynman

Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Pour des raisons physiques, il est souhaité que G(x, L) vérifie
I'équation du groupe de renormalisation :

(57 + 0055 210 Gy =0,

ou S et v sont des séries formelles.
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. Algébres des arbres enracinés
Cadre du probléme N - -
Reégles de Feynman

Equations de Dyson-Schwinger et fonctions de Green

Question

Quelles sont les équations de Dyson-Schwinger combinatoires
et les regles de Feynman donnant des fonctions de Green
vérifiant I'’équation du groupe de renormalisation ?
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux

Suites faibles

On connait d’autres sous-algébres de Hopf de Hck
généralisant les As :

Cadre
Une série admissible est une série

X(x) =" Xox" € HoxlIX],

n=1

telle que pour tout n, X, est une combinaison linéaire d’arbres
a n sommets. On suppose que la sous-algebre Ax engendrée
par les X, est une sous-algébre de Hopf.

Les solutions des équations de Dyson-Schwinger précédentes
fournissent ce genre de série formelle.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Autre exemple : la sous-algebre de Connes-Moscovici.

X = ..
Xo=1,
X3:£—|— V,

X4:% +Y+3K/+\V,

Xs — {+Y+3L/+ Y+4L/+4X</+3U NPS RY S

Le coefficient de t dans X(x) est le nombre d’ordre en tas de t.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Autre exemple : les corolles.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Un exemple plus exotique :
Xi=.,

Xo=1,

X; =2t - v,

X,—2l 1o -V vy

X5:4£+4\#—2\(—2\Y—4L/+2\</+4U—4RV +~\.
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Extension du cadre

Caractérisation des suites fortes
Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux

Suites faibles

Equation de groupe de renormalisation généralisée

Soit X(x) une série admissible, ¢ une régle de Feynman et
G(x, L) = ¢(X(x)) la fonction de Green associée. On dit que
G(x, L) vérifie une équation de groupe de renormalisation
généralisée si

G 0

o8 =5 (x5 G061+,
ou g | x 9 eK||x 9 et vo(x) est une série formelle. Le

" Ox " Ox Yo -

degré de cette équation est le degré de 5 en X
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Définition

Si pour toute régle de Feynman, la fonction de Green associée
a la série admissible X(x) vérifie une équation de groupe de
renormalisation généralisée d’ordre < N, on dit que X(x) est
une suite admissible forte d’ordre < N.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Soit X(x) une série admissible. Pour tout n, étant donnée la
forme du coproduit,

n—1

A(Xn) =X @14+1® Xy + > Yi(n) @ X(i),
i=1

ou Y;i(n) est un polynbme en Xi,..., X,_1, homogéne de degré
n — i. En particulier, le coefficient de X(j) ® X(i) dans X(i + j)
est noté \; ;.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Les coefficients );; sont stockés sous la forme

A1
2.1 A2
A31 A2 M3
A4 1 A32 A2.3 A4 1
A5, 1 A2 A33 g2 A5 1
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Pour les échelles :
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Pour les corolles :
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Extension du cadre

Caractérisation des suites fortes
Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux

Suites faibles

Pour les équations de Dyson-Schwinger, en supposant a = 1,

Aij=i(1+5) - B.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Pour i +j = n, on pose

Cn,i = An—i,jo(th—i)-

Lemme

La fonction de Green vérifie une équation de groupe de
renormalisation généralisée d’ordre < N si et seulement si,
pour tout n, (¢, ;)i>1 est une suite polynomiale en /, de degré
<Neni.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Lemme

La suite admissible X(x) est forte d’ordre N si et seulement si
dans le tableau des ), les diagonales ,/~ sont des suites
polynomiales de degré < N et la premiére diagonale  est une
suite polynomiale d’ordre N.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

@ La série des échelles est forte d’ordre 0.
@ La série des corolles est forte d’ordre 1.

@ La série associée a une équation de Dyson-Schwinger
combinatoire est forte d’ordre < 1.

@ La série de Connes-Moscovici n’est pas forte.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Quelles propriétés vérifient les suites (A, )i j>17?

Définition- et Proposition

Un A-tableau est une suite (;);j>1 telle que
@ (Relation pré-Lie). Pour tous i,j, k > 1,

NijAitjk = AjkAi ik = AikAirkj = Ak Ak

@ (Non dégénérescence). Pour tout n > 2, il existe i,j > 1 tel
quei+j=net);#0.

Les suites admissibles sont en bijection avec I'ensemble des
N-tableaux.
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Extension du cadre

Caractérisation des suites fortes
Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux

Suites faibles

Idée de la preuve

Si X(x) est une suite admissible, la sous-algébre Ax est une
algébre de Hopf graduée combinatoire gauche, au sens de
Loday et Ronco. Ses générateurs forment une cogébre pré-lie,
dont les coefficients de structure sont les A, ;.

Si (Aj) est un A-tableau, il s’agit des coefficients de structure
d’'une algébre pré-Lie graduée, de dimension 1 par degré,
engendrée en degré 1. Par suite, il s’agit d’'un quotient de
l'algébre pré-Lie des arbres enracinés (Chapoton et Livernet).
De fagon duale, (Panaite, Hoffman, Guin-Oudom), on obtient
une sous-algébre de Hk de la forme Ay.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

En combinant ces relations et a I'aide d’un logiciel de calcul
formel, on obtient :

Théoréeme

Les suites admissibles fortes d’ordre 0 sont, & une
normalisation pres, associée aux A-tableaux suivants :

@ Pourtous/,j > 1, \j; = 1 (cas des échelles).
@ llexiste n> 1, b # 1 tels que pour tous i,j > 1,

1sii<n,
)\,'J': bsii:n,
0sii>n.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Théoreme

La classification des suites admissibles fortes d’ordre 1
comporte 5 cas, dont les deux cas particuliers

aji+b sij=1,
(A) Aj=Qai+b , sij=2,
Sics b sij>3:

G-Na—(—-2)a

aii+b sij=1

E A=
(E) 4 0 sinon.

Le cas (A) comporte le cas des équations de Dyson-Schwinger
combinatoires, lorsque a; = a». Le cas (E) comporte le cas des
corolles, lorsque a; =1 et b= 0.
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Extension du cadre

Caractérisation des suites fortes
Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux

Suites faibles

Théoreme

A une normalisation pres, la seule suite admissible d’ordre
k > 2 correspond au A-tableau donné par

G+ 1ksii=1,

ij = .
/ 0 sinon.

La suite correspondante est
X(x) =Y _ nkte,
n=1

ou ¢, est la n-iéme corolle.
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Extension du cadre

Caractérisation des suites fortes
Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux

Suites faibles

Définition

Si pour une certaine régle de Feynman non dégénérée, la
fonction de Green associée a la série admissible X(x) vérifie
une équation de groupe de renormalisation généralisée d’ordre
< N, on dit que X(x) est une suite admissible faible d’ordre

< N.

Loic Foissy Equations de groupes de renormalisation de tout ordre



Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

La caractérisation des suites faibles est beaucoup plus difficile,
a cause de I'annulation possible des coefficients o(Xp).
Néanmoins, on peut caractériser les suites admissibles faibles
telles que pour tous i,j > 1, Ay j € {0, 1} et \;y = 1.

Théoreme
La classification de ces suites donnent 4 cas :
@ Pourtousi,j>1,\;; =1.
1sij<m,

@ Cas A(m) :il existe m > 2tel que \;; = 0 sinon
inon.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

La caractérisation des suites faibles est beaucoup plus difficile,
a cause de I'annulation possible des coefficients o(Xp).
Néanmoins, on peut caractériser les suites admissibles faibles
telles que pour tous i,j > 1, Ay j € {0, 1} et X;y = 1.

Théoreme
La classification de ces suites donnent 4 cas :
o 1—isim]|/,
@ Cas B(m) : il existe m > 2 tel que \;; = _ ¥
1 sinon.
1—isij=m,

@ Cas C(m) :il existe m > 2 tel que \;; = -
sinon.
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Extension du cadre
Caractérisation des suites fortes

Equations du groupe de renormalisation généralisées A-tableaux
Suites faibles

Merci pour votre attention!
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